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1 Introduc¸a˜o e Definic¸a˜o
A intenc¸a˜o dessas notas e´ mostrar aos leitores um tipo curioso de equac¸o˜es diferenciais
ordina´rias com retardo, isto e´, equac¸o˜es diferenciais cujas derivadas dependem, de uma
maneira peculiar, do passado da soluc¸a˜o. Sa˜o as chamadas equac¸o˜es com retardo propor-
cional, ou equac¸o˜es pantogra´ficas.
Como motivac¸a˜o geral para equac¸o˜es com retardo, na˜o faltam exemplos de fenoˆmenos
na natureza que sa˜o modelados desta maneira. Se uma estrela tem sua massa variando
com o tempo, dadas as distaˆncias astronoˆmicas envolvidas, os planetas que orbitam ao
redor dela so´ sentem essa variac¸a˜o algum tempo depois. Pensando no nosso Sol, por
exemplo: uma hipote´tica explosa˜o demoraria oito minutos para ser sentida no nosso pla-
neta. Modelos biolo´gicos, econoˆmicos, bioqu´ımicos, hidra´ulicos e va´rios outros sistemas,
intrinsecamente tem um comportamento com retardo. Ate´ mesmo circuitos eletroˆnicos
apresentam atrasos de nanosegundos que em altas freque¨ncias precisam ser considera-
dos. Esse tipo de racioc´ınio pode ser levado ao extremo a ponto de dizermos que todo
fenoˆmeno da natureza, mesmo nos problemas cla´ssicos, apresenta algum retardo: uns mais
percept´ıveis do que outros.
Tipicamente, nos modelos de equac¸o˜es com retardo existe uma func¸a˜o (funcional, linear
ou na˜o) que associa para cada trajeto´ria em um intervalo de tempo no “passado imediato”
dessa soluc¸a˜o, uma velocidade da soluc¸a˜o no ponto em considerac¸a˜o.
O tipo de equac¸a˜o diferencial com retardo mais conhecida e´ a com retardo constante,
isto e´, em que a derivada do sistema no instante t depende somente de onde o sistema
estava no instante t− r, para um certo tempo de retardo fixo r > 0. Mais precisamente:
seja η : [−r, 0)→ R uma func¸a˜o cont´ınua em R (a condic¸a˜o inicial) e considere o seguinte
problema: encontrar uma func¸a˜o cont´ınua x : [−r,∞)→ R que satisfac¸a
x′(t) = F (x(t− r)) (1)
para t > 0 com x(t) = η(t) para t ∈ [−r, 0], onde F e´ uma func¸a˜o (campo de vetores)
cont´ınua. Equac¸o˜es deste tipo ja´ sa˜o relativamente bem conhecidas, figuram em textos
cla´ssicos da a´rea, ver por exemplo J. Hale [2] e as refereˆncias ali contidas. Variac¸o˜es dessas
equac¸o˜es incluem sua extensa˜o para variedades diferencia´veis (via transporte paralelo ou
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na˜o, por exemplo Oliva [9]) e adic¸a˜o de perturbac¸o˜es estoca´sticas, ver por exemplo [7], [8],
entre outros trabalhos, desses e de outros autores.
Neste texto queremos chamar a atenc¸a˜o dos leitores para um outro tipo especial de
equac¸o˜es com retardo, relativamente pouco conhecido, onde o paraˆmetro no tempo que
define o campo de vetor que dirige sua soluc¸a˜o tem um retardo crescente, que e´ proporcional
ao tempo. Fixamos a proporc¸a˜o do retardo q ∈ (0, 1) e um ponto base a ≥ 0. Considere
uma func¸a˜o inicial η : [qa, a] → R cont´ınua. Dada uma func¸a˜o (campo de vetores)
F : R→ R, considere a equac¸a˜o diferencial com retardo:
x′(t) = F (x(qt)). (2)
A soluc¸a˜o e´ uma func¸a˜o cont´ınua x(t) definida em algum sub-intervalo de (qa,+∞) de tal
maneira que para t ∈ [qa, a], temos x(t) = η(t). Equac¸o˜es deste tipo sa˜o chamadas por
alguns autores de equac¸o˜es diferenciais pantogra´ficas, ver por exemplo [3], [5] e [6].
A equac¸a˜o pantogra´fica modela por exemplo a situac¸a˜o de duas part´ıculas se movendo
na reta, uma mais lenta que a outra por um fator q ∈ (0, 1), onde a part´ıcula que esta´
a frente, mais ra´pida, obedece comandos de velocidade dados em func¸a˜o da posic¸a˜o da
segunda part´ıcula, mais lenta. Outras situac¸o˜es onde as equac¸o˜es pantogra´ficas podem
aparecer e´ em sistema com duas escalas de tempo, por exemplo nas estruturas onde se es-
tudam os chamados “princ´ıpios de me´dias”. Na pro´xima sec¸a˜o mostraremos propriedades
ba´sicas interessantes dessas equac¸o˜es.
2 Propriedades
2.1 Existeˆncia e unicidade de soluc¸a˜o
A primeira propriedade que mostraremos e´ que, diferente das EDO’s cla´ssicas, basta que
a func¸a˜o F seja cont´ınua para existir uma u´nica soluc¸a˜o. Ale´m disso, com essa hipo´tese,
a soluc¸a˜o na˜o explode em tempo finito, i.e. esta´ definida para todo t ≥ qa.
Teorema 1. Considere a equac¸a˜o com retardo pantogra´fico (2), onde a func¸a˜o F e´
cont´ınua. Dada uma condic¸a˜o inicial cont´ınua (integra´vel) η : [qa, a] → R, com a ≥ 0 e
q ∈ (0, 1) existe uma u´nica soluc¸a˜o x(t) para essa equac¸a˜o no intervalo [qa,+∞) tal que
x(t) = η(t) se t ∈ [qa, a].
Demonstrac¸a˜o: A soluc¸a˜o pode facilmente ser constru´ıda. Mostraremos por induc¸a˜o que
para todo k ∈ {−1, 0, 1, . . .} a soluc¸a˜o existe nos intervalos [aq−k, aq−(k+1)]. De fato, no
intervalo correspondente a k = −1 temos a func¸a˜o inicial η(t). Para k ≥ 0, nossa hipo´tese
de induc¸a˜o e´ que x(t) esteja definido em [aq−(k−1), aq−k], enta˜o para t ∈ [aq−k, aq−(k+1)],
defina
x(t) = x(aq−k) +
∫ t
aq−k
F (x(qs)) ds.
O integrando esta´ bem definido neste intervalo. Ale´m disso, a continuidade da F garante
tambe´m que x(t) esta´ bem definido (e na˜o vai para infinito) em t ∈ [aq−k, aq−(k+1)].
Para verificarmos a unicidade, suponha que x(t) e x˜(t) sejam soluc¸o˜es para a mesma
func¸a˜o inicial η(t) no intervalo [qa, a]. Se o conjunto D = {t ≥ qa : x(t) 6= x˜(t)} for
diferente de vazio, enta˜o D possui um ı´nfimo t0 ∈ R. Por continuidade de x(t) e x˜(t),
existe um t ∈ (t0, toq
−1) ∩D. Enta˜o, para esse valor de t:
x(t) = x(t0) +
∫ t
t0
F (x(qs)) ds = x˜(t0) +
∫ t
t0
F (x˜(qs)) ds = x˜(t)
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ja´ que x˜(qs) = x(qs) para s ∈ [t0, t0q
−1], que conte´m o intervalo de integrac¸a˜o. Essa
contradic¸a˜o mostra que o conjunto D e´ vazio.

2.2 Condic¸a˜o inicial degenerada para um ponto
Diferente das equac¸o˜es com retardo constante (1), curiosamente nossas equac¸o˜es com
retardo pantogra´fico (2) podem ter suas condic¸o˜es (func¸o˜es) iniciais degeneradas num
u´nico ponto: em t = 0 defina x(0) = x0 ∈ R, como nas EDO’s cla´ssicas. Isso corresponde
a tomar o paraˆmetro a = 0 no teorema acima e η(a) = x(0).
A t´ıtulo de exemplo, vamos descrever a soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial pantogra´fica
linear em termos de sua se´rie de Taylor centrada em a = 0. Considere enta˜o a equac¸a˜o
com condic¸a˜o inicial: {
x′ = λx(qt),
x(0) = x0.
(3)
Enta˜o uma soluc¸a˜o fundamental ϕt : R → R tal que ϕ
′(t) = λϕ(qt) e´ infinitamente
deriva´vel e sua n-e´sima derivada satisfaz
ϕ(n)(t) = λnq1+2+...+(n−1)ϕ(qt)
Assumindo ϕ(0) = 1 temos enta˜o
ϕ(n)(0) = λnq
n(n−1)
2 .
Portanto a fo´rmula de Taylor nos da´ a soluc¸a˜o fundamental na forma
ϕ(t) = 1 + (λt) +
q(λt)2
2!
+
q3(λt)3
3!
+ . . .+
q
n(n−1)
2 (λt)n
n!
+ . . . (4)
que converge absolutamente para todo t ∈ R. Para λ > 0 temos x(t) crescente com
limt→∞ x(t) =∞. Para λ < 0 temos x(t) decrescente em uma vizinhanc¸a do zero e cruza
o zero (ver Teorema 3 e item 1 dos Comenta´rios Finais).
Para ver uma fo´rmula de Taylor numa situac¸a˜o mais geral, incluindo um termo extra
linear sem retardo veja por exemplo [5, Eq. 2.2].
2.3 Propriedade de reconstruc¸a˜o para t < qa (voltando no tempo)
Tipicamente, nas equac¸o˜es com retardo, na˜o faz sentido perguntarmos por uma soluc¸a˜o
com o tempo antes da func¸a˜o inicial, isto e´, para t < qa, ja´ que na˜o temos informac¸a˜o
sobre a derivada nesse intervalo. No entanto, em situac¸o˜es especiais podemos de fato
estender essa soluc¸a˜o para algum intervalo antes de qa. Essa e´ a chamada propriedade de
reconstruc¸a˜o das equac¸o˜es com retardo. Para isso, suponha que
1) a func¸a˜o inicial η : [qa, a]→ R seja de classe C1 em [qa, a],
2) a derivada lateral de η em a satisfaz η′(a) = F (η(qa)),
3) a func¸a˜o de coeficientes (campo de vetores) F : R→ R seja invers´ıvel.
3
Verifique que temos enta˜o uma soluc¸a˜o cont´ınua x(t) em [q2a,∞) tal que em t ∈ [q2a, qa]
temos
x(t) = F−1(η′(tq−1)).
Podemos continuar usando esse mesmo argumento de reconstruc¸a˜o para uma extensa˜o
nos outros intervalos [aqn+1, aqn] com n > 2, mas isso requer hipo´teses ainda mais fortes:
η de classe Cn, compatibilidade das derivadas laterais nos extremos dos intervalos (para
garantir continuidade) e que F tenha inversa deriva´vel.
2.4 Equac¸a˜o linear e crescimento exponencial
Muitas equac¸o˜es diferenciais lineares tem soluc¸o˜es formalmente como exp{αt}, onde α e´
calculado a partir de uma equac¸a˜o caracter´ıstica. No caso de uma equac¸a˜o linear com
retardo constante r > 0, x′(t) = λx(t− r), soluc¸o˜es deste tipo ainda existem, onde α sa˜o
soluc¸o˜es de equac¸o˜es transcendentes do tipo α = λe−αr. Isso garante a possibilidade de
algum crescimento exponencial, um fenoˆmeno t´ıpico de soluc¸o˜es de equac¸o˜es lineares. No
entanto, as equac¸o˜es lineares com retardo proporcional x′(t) = λx(qt) na˜o teˆm equac¸o˜es
caracter´ısticas (verifique!). Mostraremos que as soluc¸o˜es na˜o teˆm comportamento expo-
nencial, e´ o que mostra os pro´ximos dois resultados:
Teorema 2. A soluc¸a˜o de x′(t) = λx(qt) com q ∈ (0, 1), λ ≥ 0 e x(0) = x0 ∈ R
∗ na˜o tem
crescimento exponencial, isto e´
lim
t→∞
1
t
log |x(t)| = 0.
Demonstrac¸a˜o: Usando o fato de que
d
dt
log |x(t)| =
x′(t)
x(t)
=
λx(qt)
x(t)
,
temos que o crescimento exponencial e´ dado por
lim
t→∞
λ
t
∫ t
0
x(qs)
x(s)
ds.
O resultado fica demonstrado se verificarmos que x(qt)
x(t) e´ decrescente e tende para zero.
Mas de fato, para todo t ≥ 0 (tomando a = 0) temos
x(t) = x(qt) +
∫ t
qt
x(qs) ds.
Assim, dividindo os dois lados da equac¸a˜o acima por x(qt) e lembrando que x(t) e´ crescente
temos que o novo integrando x(qs)
x(qt) ≥ 1 para s ∈ [qt, t]. Portanto
x(t)
x(qt) e´ crescente e tende
a infinito quando t vai para infinito.

O limite no enunciado do teorema acima e´ conhecido na literatura como expoente de
Lyapunov, neste caso esse expoente α = 0. E´ bem conhecido que em sistemas lineares
canoˆnicos (sem retardo) em dimensa˜o superiores esses expoentes dependem do subspac¸o
onde esta´ a condic¸a˜o inicial e sa˜o dados pela parte real dos autovalores da matriz de
coeficientes. Voltando para o caso unidimensional e retardo pantogra´fico, mostramos que
para coeficientes λ < 0, tampouco temos comportamento exponencial:
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Teorema 3. A soluc¸a˜o de x′(t) = −λx(qt) com q ∈ (0, 1), λ > 0 e x(0) = x0 ∈ R
∗ muda
de sinal.
Demonstrac¸a˜o: Vamos mostrar inicialmente que a soluc¸a˜o atinge o zero pelo menos uma
vez no intervalo
(
0,
1
λ(1− q)
]
. Sem perda de generalidade, vamos assumir que x(0) > 0.
Temos que x(t) e´ sempre descrescente antes de chegar no zero. Suponha que x(t) ainda
seja estritamente positivo em [0, t0], com t0 =
q
λ(1− q)
(caso contra´rio acabou essa parte
da demonstrac¸a˜o). Precisamos mostrar que neste caso x(t) cruza o zero no intervalo
(t0, t0q
−1]. De fato, usando que para todo s ∈ (t0, t0q
−1], vale x(t0) ≤ x(qs), enta˜o temos,
para todo t neste mesmo intervalo:
x(t) = x(t0)− λ
∫ t
t0
x(qs) ds
≤ x(t0)− λ(t− t0)x(t0)
= x(t0)
(
1− λ(t− t0)
)
Agora basta notar que o lado direito da desigualdade acima se anula quando t = t0q
−1.
Se chamarmos de r1 a primeira raiz da soluc¸a˜o, i.e. o tempo onde x(t) cruza o zero
pela primeira vez, enta˜o no ponto de cruzamento temos que a soluc¸a˜o ainda e´ decrescente,
porque x′(r1) = −λx(qr1) < 0. Portanto a soluc¸a˜o, depois de r1 decresce ate´ chegar em
mı´nimo local estritamente negativo em t = r1q
−1, primeira vez onde a derivada se anula.

2.5 Comenta´rios finais
1. Ainda sobre a equac¸a˜o linear tratada no u´ltimo teorema acima x′(t) = −λx(qt), com
λ > 0. Possivelmente exista uma demonstrac¸a˜o elementar (como a demonstrac¸a˜o do
Teorema 2) de que a soluc¸a˜o cruza o zero uma infinidade de vezes. Deixamos aqui essa
questa˜o para o leitor interessado. Outra pergunta que deixo em aberto neste contexto e´ a
estabilidade desta soluc¸a˜o: isto e´, se a soluc¸a˜o fica alternando valores positivos e negativos
(na˜o periodicamente), os ma´ximos e mı´nimos locais tera˜o mo´dulo limitado quando t vai
para infinito? Como essa estabilidade (ou na˜o) depende dos paraˆmetros q e λ? Para ver
mais propriedades sobre o comportamento assinto´tico, neste caso e em outros mais gerais,
veja por exemplo [6].
2. Outro fato curioso nas equac¸o˜es com retardo em geral e´ o aumento da regularidade da
soluc¸a˜o quando o tempo t cresce. No caso de equac¸a˜o com retardo proporcional tratado
aqui, note que tipicamente temos uma descontinuidade da derivada da soluc¸a˜o no ponto
a, da mesma maneira, uma descontinuidade da segunda derivada no ponto aq−1 e assim
por diante de modo que no ponto aq−k temos uma descontinuidade na (k + 1)-e´sima
derivada. No interior dos intervalos (aq−k, aq−k−1) o mesmo fenoˆmeno se passa: se a
condic¸a˜o inicial tiver regularidade de classe C l no intervalo inicial [aq, a] enta˜o a soluc¸a˜o
vai ter regularidade C l+k no intervalo (aq−k+1, aq−k). Ou em outras palavras, a soluc¸a˜o
x(t) tem regularidade crescendo logaritmicamente: apresenta
l + 1 + ⌊
log t− log a
log q−1
⌋
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derivadas cont´ınuas em t ∈ [qa,∞) \ {aq−k; k = −1, 0, 1, . . .}.
3. Sobre a propriedade de reconstruc¸a˜o (para´grafo 2.3 acima). Pode ser interessante se
tivermos explicitamente os crite´rios para a reconstruc¸a˜o da soluc¸a˜o em intervalos ainda
mais a esquerda, i.e. em [qka, qk−1a] para k > 2. No seguinte sentido: em que condic¸o˜es
poder´ıamos nos aproximar da origem t = 0? E se isso for poss´ıvel, em que medida essas
condic¸o˜es na˜o conduziriam para as soluc¸o˜es das equac¸o˜es mencionadas no para´grafo 2.2,
onde a condic¸a˜o inicial degenera para um u´nico ponto? Ainda em outras palavras, sera´
que essa reconstruc¸a˜o so´ e´ poss´ıvel se a condic¸a˜o inicial η for um fragmento de uma soluc¸a˜o
com condic¸a˜o inicial degenerada? Portanto, dado uma F , essa η seria u´nica (para cada
valor limite em t = 0)?
4. A exemplo das equac¸o˜es com retardo constante (ver por exemplo [1] e as refereˆncias
contidas ali), as equac¸o˜es pantogra´ficas tambe´m fazem sentido em dinaˆmicas mais gerais.
Por exemplo essas equac¸o˜es podem aparecer em variedades diferencia´veis dotadas de uma
conexa˜o afim (riemannianas, por exemplo) que determine um transporte paralelo ao longo
de curvas diferencia´veis. De fato, dada uma curva η : [qa, T ) → M diferencia´vel, denote
por //s,t : Tη(s)M → Tη(t)M o transporte paralelo entre os pontos η(s) e η(t), para
qa ≤ s ≤ t. Assim, uma equac¸a˜o com retardo proporcional nesta variedade se escreve
como
x′(t) = //qt,tX(x(qt)).
com X um campo de vetores, a ≤ t e com condic¸o˜es iniciais x(t) = η(t) em t ∈ [qa, a].
Ate´ onde nos consta, ainda esta˜o em aberto questo˜es relativas a propriedades das soluc¸o˜es
das equac¸o˜es pantogra´ficas neste contexto.
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